





 ∫ τψψ∗ dmm  (1) 
ࡀࣈ࣭ࣛࢣッࢺ表記 
 mm ψψ  (2) 
࡟ࡼࡾࢩンࣉࣝ࡟表ࡍࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ࡜書࠿ࢀ࡚いࡿ。ࡑࡢ際，ࣈࣛ mψ ࡜ࢣッࢺ mψ ࡣࡑ
ࢀࡒࢀ次ࡢࡼう࡟ 
 ∗ψ≡ψ mm  (3) 








 1d =ψψ=τψψ∫ ∗ mmmm  (5) 
 0d =ψψ=τψψ∫ ∗ nmnm  (6) 
࡜表ࡍ。式(5)や式(6)ࡢ左辺ࡢ積ศࡣ数学(代数学)ࡢ内積ࡢ定義5ࢆ満ࡓࡍ࠿ࡽ，波
                                                  
1 τࡣ波動関数ࢆ表ࡍࡓࡵࡢ͆ᗙ標͇࡛あࡾ，必ࡎࡋࡶ位置࡜ࡣ限ࡽࡎ，後述ࡍࡿࡼう࡟運動㔞ࡢ場合ࡶあࡿ。 
2 bracket(ࣈࣛࢣッࢺ)ࡣ，米語࡛ࡣ角括弧[  ]，英語࡛ࡣ丸括弧(  )ࡢ意味࡛あࡾ，山形括弧 〉〈 ࡣ angle bracket
࡜࿧ࡤࢀࡿ。㔞子論࡛ࡣ， |〈 ࡀࣈࣛ(bra)， 〉| ࡀࢣッࢺ(ket)࡛あࡿ。ࣈࣛ࡜ࢣッࢺࡣ࢖ࢠࣜࢫࡢ理論物理学者




5 任意ࡢベࢡࢺࣝ a, b, cࡀ，次ࡢ(i) ~ (iv)ࡢ条件，(i) ),( ba  = ∗),( ab , (ii) ),( cba +  = ),(),( cbca + , (iii) ),( bak  = 
),( ba ∗k  = ),( bak , (iv) ),( aa ࡣ0ࡲࡓࡣ正ࡢ実数(ࡓࡔࡋ，ࠕ∗ࠖࡣ複素共役，k ࡣ定数ࡢ意)，ࢆ満ࡓࡍ࡜ࡁ，












態2ࢆ表ࡍ波動関数 mψ ࡣ，正規直交基底関数群3 }{ iu ࡢ線形結合࡟ࡼࡾ表ࡏࡿ࠿ࡽ， 
 ∑=ψ
i
iimm uc  (7) 
࡜書ࡃࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ。ูࡢ状態ࢆ表ࡍ波動関数 nψ ࡶྠ様࡟基底関数ࢆ用い࡚ 
 ∑=ψ
j
jjnn uc  (8) 
࡜書ࡅࡿ(式(7)ࡢ基底関数ࡢ添Ꮠ࡜式(8)ࡢ基底関数ࡢ添Ꮠ࡟異࡞ࡿ文Ꮠ(i ࡜ j)ࢆ用いࡓࡀ，










jnc  (10) 
ࢆ満ࡓࡍ。 mψ ࡜ nψ ࡟ࡼࡿ式(6)ࡢ積ศ࡟式(7), (8)ࢆ代入ࡍࡿ࡜， 
∫∑∑∫ τ=τψψ ∗∗∗
i j
jijnimnm uucc dd  (11)-1 
∑∑ ∫ τ= ∗∗
i j
jijnim uucc d  (11)-2 
∑∑ δ= ∗
i j
ijjnimcc  (11)-3 
                                                  
1 代数学࡛ࡢベࢡࢺࣝ࡟精通ࡋ࡚いࡿ人࡟࡜ࡗ࡚，Q2ࡣ疑問(要望)࡜ࡣ࡞ࡽ࡞い࡛あࢁう。 
2 系ࡢ固᭷状態ࢆ考えࡿ必要ࡣ࡞ࡃ，固᭷状態ࢆ㔜ࡡ合わࡏࡓ状態(混合状態)࡛ࡶ構わ࡞い。 





































































21 ),,(  (14) 
























 ),,( 21 ⋯
∗∗≡ψ mmm cc  (16) 
࡜࡞ࡿ࠿ࡽ3，式(14)ࡣ 
                                                  
1 基底関数(基底ベࢡࢺࣝ)ࢆ行ベࢡࢺࣝ，成ศࢆ列ベࢡࢺ࡛ࣝ書ࡃࡢࡀ数学的࡟正ࡋい表記࡛あࡿ。ࡇࡢ点࡟関
ࡋ࡚ࡣ，拙書ࠕࠕ成ศࠖ࡜ࠕ基底ࠖࡢ変換ࡢ相違点ࠖ漁火書店 (文献9)ࢆ参照。(URL ࡣୗ記) 
http://home.hiroshima-u.ac.jp/kyam/pages/results/monograph/Ref02_matrix43W.pdf 
2 転置ࡋ࡚複素共役ࢆ࡜ࡿࡇ࡜ࢆ Hermite 共役(࢚࣑࣮ࣝࢺ共役)࡜࿧ࡪ。行列 Aࡢ Hermite 共役ࡣ †A ࡛表ࡍࡇ࡜
ࡀ多ࡃ( ∗= AA t† ࡛あࡿ。ࡇࡇ࡛， At ࡣ Aࡢ転置行列， ∗A ࡣ Aࡢ複素共役行列࡛あࡿ)， †A ࡣ随伴行列(adjoint 
matrix)࡜ࡶ࿧ࡤࢀࡿ。 行列 A࠿ࡽ †A ࢆ作ࡿࡇ࡜ࢆࠕ随伴ࢆ࡜ࡿࠖ࡜表現ࡍࡿࡇ࡜ࡶあࡿ。࡞࠾，列(行)ベࢡ
ࢺࣝࡢ転置ࡣ行(列)ベࢡࢺࣝ࡟࡞ࡿ。 























21 ),,(  (17) 
࡜表ࡍࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ。式(11) = 式(17)࡛あࡿ࠿ࡽ， 
 nmnm ψψ=τψψ∫ ∗ d  (18) 
ࡀ成ࡾ立ࡕ，波動関数ࡢ積ࡢ積ศࡀࣈࣛ࡜ࢣッࢺࡢ積࡟等ࡋࡃ࡞ࡿ(Q1ࡀ解決)。式(18)ࡢ等







右辺ࡀ Heisenberg ࡢ行列力学࡟対応ࡋ࡚࠾ࡾ，両者ࡀྠࡌ結果ࢆ୚えࡿࡇ࡜ࢆ示ࡋ࡚いࡿ。 
2ࡘࡢベࢡࢺࣝࡢ内積ࡀ0࡛あࢀࡤベࢡࢺࣝࡣ͆直交͇ࡍࡿ࠿ࡽ，波動関数ࡢ積ࡢ積ศࡀ0























⋯  (19) 
࡜࡞ࡿࡢ࡛式(5)࡜ྠࡌ意味࡟࡞ࡿ。式(18)ࡔࡅࢆ眺ࡵࡿ࡜，式(3), (4)࡟示ࡋࡓ， ∗ψ≡ψ mm , 
mm ψ≡ψ ࡜いう対応(定義)ࡀ妥当࡟見えࡿࡀ，式(12)࡜式(15)ࡼࡾ 
 



















































cc mmm  (22) 





































































































































































































21 ),,(  (23)-5 
∑ ∗=
i








                                                  
1 線形代数学ࡢ表現ࢆ用いࡿ࡜，ࠕn 次元計㔞ベࢡࢺࣝ空間ࡣ一組ࡢ規格直交系ࢆ定ࡵ࡚࠾ࡅࡤ，計㔞空間࡜ࡋ࡚
ࡢ n 次元数ベࢡࢺࣝ空間࡜ྠ一視ࡍࡿࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ࠿ࡽ，ベࢡࢺࣝ x࡟対ࡋ࡚，xࢆ基底 }{ ia ࡛展開ࡋࡓ




















式(7)ࡢ両辺࡟左࠿ࡽ ∗ju ࢆ࠿ࡅ࡚積ศࡍࡿ࡜， 
∫∑∫ τ=τψ ∗∗
i
ijimmj uucu dd  (24)-1 
∑ ∫ τ= ∗
i
ijim uuc d  (24)-2 
∑ δ=
i
jiimc  (24)-3 
jmc=  (24)-4 
࡜࡞ࡿ࠿ࡽ，式(7)ࡢ展開係数 imc ࡣ 
 ∫ τψ= ∗ dmiim uc  (25) 
࡜表ࡍࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ。式(25)ࡢ右辺ࡣࣈ࣭ࣛࢣッࢺ表記࡟ࡼࡾ 





























mm ψ≡ψ  (28) 
∗≡ ii uu  (29) 
࡜いう対応࡛考えࡿ࡭ࡁ࡛ࡣ࡞い。式(15)࡜式(16)࡛示ࡋࡓࡼう࡟，ࣈࣛ࠾ࡼびࢣッࢺࡣ波動関
数ࢆ基底関数࡛展開ࡋࡓ係数ࢆ成ศ࡜ࡍࡿ1行あࡿいࡣ1列ࡢ行列࡛あࡿ࠿ࡽ，ࣈࣛ iu ࠾ࡼび
ࢣッࢺ iu ࡣ，ࡑࢀࡒࢀ行ベࢡࢺࣝ࠾ࡼび列ベࢡࢺࣝ࡟対応ࡋ࡞ࡅࢀࡤ࡞ࡽ࡞い。 iu ࡟対応ࡍࡿ
ࣈࣛࡲࡓࡣࢣッࢺࢆ知ࡿ࡟ࡣ基底関数࡟ࡼࡿ展開ࢆ行う必要ࡀあࡿࡀ， iu ࡣ基底関数自身࡞ࡢ࡛，
基底関数ࢆ基底関数࡛展開ࡍࡿ必要ࡀ生ࡌࡿ。(ࡑࢇ࡞ࡇ࡜࡛ࡁࡿࡢࡔࢁう࠿࡜少々戸惑ࡗ࡚ࡋ




















),,,,( 211 iuuuu  (30) 
 24-7




















),,,,( 212 iuuuu  (31) 


















































⋯⋯  (32) 































































































































































),0,1,0,0,0(  (37) 
ࡘࡲࡾ，式(26)ࡀ得ࡽࢀࡿ。以ୖࡢࡇ࡜࠿ࡽ，(式(18)࡟ࡘい࡚述࡭ࡓࡢ࡜ྠ様࡟)式(25)࡜式(26)
ࡢྠ等性 
 mimiim uuc ψ=τψ= ∫ ∗ d  (38) 
ࡣ ∗≡ ii uu ࡜ mm ψ≡ψ ࡜いう定義(約束)࡟ࡶ࡜࡙ࡃわࡅ࡛ࡣ࡞ࡃ，数学的࡟2ࡘࡢ関数 ∗iu ࡜ mψ




式(11) = 式(18)ࡼࡾ 
 ∑ ∗=ψψ
i




imnm uu ψψ=ψψ ∑  (40) 
ࡀ得ࡽࢀࡿ。ࡇࡇ࡛， 
 immiim uuc ψ=ψ=
∗∗  (41) 





niin uuuu  (42) 
ࡀ得ࡽࢀࡿ。ࡇࡢ式ࡢ構成要素ࡢ意味ࢆ考えࡿ࡜， niu ψ ࡣ(式(26)࠿ࡽわ࠿ࡿࡼう࡟)，波
動関数 nψ ࡢ展開係数ࡢ1ࡘ，言い換えࡿ࡜， nψ ࡢ中ࡢ基底関数 iu ࡢ㔜ࡳ，ࡉࡽ࡟(線形代数
的࡟)言い換えࡿ࡜，状態ベࢡࢺࣝ 〉ψn| ࡢ中ࡢ基底ベࢡࢺࣝ 〉iu| 方向࡬ࡢ射影成ศ࡜いうࡇ

































































































































































































































































࡜࡞ࡾ，ࡑࡢྡࡢ通ࡾ，射影演算子 ii uu ࡀ状態ベࢡࢺࣝ nψ ࠿ࡽ基底ベࢡࢺࣝ iu ࡢ寄୚
( iu 方向ࡢ射影成ศ)ࢆ抜ࡁ出ࡋ࡚いࡿ。式(43)ࡣ，式(45)ࡘࡲࡾ式(46)ࡢ ⋯,2,1=i ࡟関ࡍࡿ和࡛
あࡿ࠿ࡽ， 















































式(7)や式(8)࡛ࡣ，i ࡟ࡼࡗ࡚区ูࡉࢀࡓ㞳散的固᭷値ࢆࡶࡘ基底関数 }{ iu ࡛波動関数 mψ
や nψ ࢆ表ࡋࡓࡀ，連続㔞ࡢ固᭷値ࢆࡶࡘ基底関数࡛展開ࡍࡿࡇ࡜ࡶ可能࡛あࡿ。以ୗ࡛ࡣ，
位置演算子ࡢ固᭷関数࡟ࡼࡿ展開ࢆ考えࡿ。位置(あࡿいࡣᗙ標) r 自身ࡣ演算子(位置演算子)
࡛あࡾ(以降，演算子࡜ࡋ࡚書ࡃ࡜ࡁࡣࠕɵࠖࢆ付ࡅ࡚ rˆ ࡜記ࡍ)，固᭷値 r ࡜固᭷関数 r ࢆ
ࡶࡗ࡚࠾ࡾ， 
 rrr r=ˆ  (49) 
ࡢ関係ࡀあࡿ。固᭷関数 r ࡣ規格直交系ࢆ࡞ࡋ࡚いࡿ࠿ࡽ系ࡢ任意ࡢ状態ࢆ表現ࡍࡿࡓࡵ
ࡢ基底関数࡜࡞ࡾうࡿ。ࡓ࡜えࡤ，x 軸࡟関ࡍࡿ位置演算子 xˆ ࡣ固᭷値 x ࢆࡶࡕ( xxxx =ˆ )，
固᭷関数 x ࡣ 
 )( xxxx ′−δ=′  (50) 
࡟ࡼࡾ規格直交系ࢆ࡞ࡋ࡚いࡿ(固᭷値 x ࡀ連続㔞࡛あࡿ࠿ࡽ， )( xx ′−δ ࡣ Dirac ࡢࢹࣝࢱ関
数࡛あࡿ2)。 r ࢆ基底関数࡜ࡍࡿ単位演算子ࢆ作ࡿ࡜， 
 ∑
r
rr  (51) 
࡜いう形࡟࡞ࡿࡀ， r ࡢ固᭷値 r ࡣ(㞳散的࡛ࡣ࡞ࡃ)連続㔞࡛あࡿ࠿ࡽ，和࡛ࡣ࡞ࡃ積ศ表
記ࡋ࡚ 
 ∫ rrrd  (52) 
࡜書ࡃ必要ࡀあࡿ3。ࡇࢀࢆ系ࡢあࡿ状態 nψ ࡟作用ࡉࡏࡿ࡜ 








 ∫∫ ψ=ψ=ψ rrrrrr dd nnn  (53) 
࡜࡞ࡿ(㞳散固᭷値ࡢ場合ࡢ式(42)࡟相当ࡍࡿ)。ࡇࡇ࡛， nψr ࡣ状態 nψ ࡢ位置 r ࡛ࡢ値
ࢆ୚えࡿࡶࡢ，ࡘࡲࡾ，波動関数 )(rnψ ࡑࡢࡶࡢ࡛あࡿ࠿ࡽ， 
 nn ψ=ψ rr)(  (54) 
࡜࡞ࡿ。式(54)ࡣ波動関数ࡢ本質ࢆ表ࡋ࡚いࡿ式࡛あࡾ(㞳散固᭷値ࡢ場合ࡢ式(37)࡟相当ࡍ




 ∫ψ=ψ rrr d)(nn  (55) 
࡜書ࡃࡇ࡜ࡶ࡛ࡁࡿ。式(55)࠿ࡽࡶ，ࡇࢀࡲ࡛繰ࡾ返ࡋ注意ࡋࡓࡼう࡟， )(| rnn ψ=〉ψ ࡛ࡣ
࡞いࡇ࡜ࡀわ࠿ࡿ࡛あࢁう。ࡇࡇࡲ࡛，各表記࡟対ࡍࡿ࿧びྡ࡟深ࡃ注意ࢆ払ࡗ࡚ࡇ࡞࠿ࡗ
ࡓࡀ， nψ ࡣ，状態 n ࢆ表ࡍ列ベࢡࢺ࡛ࣝあࡾ，ࡑࡢ状態ࡀ࡝ういう変数ࡢ࡝ういう関数࠿
࡟ࡣ触ࢀ࡚い࡞い。ࡋࡓࡀࡗ࡚，波動͆関数͇࡜࿧ࡪࡼࡾࡶࠕ状態ベࢡࢺࣝࠖ࡜࿧ࡪࡢࡀ適
ࡋ࡚いࡿ。 r ࡣ演算子 rˆ ࡢ固᭷関数࡛あࡿࡀ， nψ ࡜ࡢ内積࡟ࡼࡾ r ࡬ࡢ射影成ศࢆ抜ࡁ
出ࡋ࡚いࡿ࠿ࡽࠕ基底ベࢡࢺࣝ2ࠖ࡜࿧ࡪࡢࡀ適当࡛あࡿ。ࡑࡋ࡚，状態ベࢡࢺࣝ nψ ࡜基
底ベࢡࢺࣝ r ࡢ内積࡟ࡼࡾ୚えࡽࢀࡿ )(rnψ ࡀ(状態 nψ ࡢ位置 r ࡛ࡢ値ࢆ୚えࡿ)ࠕ波動関
数࡛ࠖあࡿ3。以ୖࡲ࡜ࡵࡿ࡜， 
nψ  ：状態ベࢡࢺࣝ 
r  ：基底ベࢡࢺࣝ 
)(rnψ  ：波動関数 
࡜࡞ࡿ。式(53)࡟ mψ ࢆ࠿ࡅࡿ࡜， 
∫ ψψ=ψψ nmnm rrrd  (56)-1 
∫ ψψ= nm rrrd  (56)-2 
                                                  
1 Schrödinger 方程式ࢆ解ࡃ࡜いう作業ࡢ中࡛ࡣ，࡝う見࡚ࡶ波動関数ࡀ͆展開係数͇࡟ࡣ見え࡞い(࡛あࢁう)。 
2 第2版第7刷以前ࡣࠕ固᭷ベࢡࢺࣝࠖ࡜記ࡋ࡚࠾ࡾࡲࡋࡓࡀ，1次独立࡞ベࢡࢺࣝࡢ組࡜いう意味࡟ࡶ࡜࡙い࡚第
2版第8刷以降ࡣࠕ基底ベࢡࢺࣝࠖ࡜記ࡋࡲࡍ。 
3 ࠕ状態ベࢡࢺࣝࠖࡣ空間ࡢあࡿ方向ࢆ向いࡓベࢡࢺࣝ A࡟相当ࡋ，ࠕ基底ベࢡࢺࣝࠖࡣ1ࡘࡢᗙ標軸 i ࡟沿う単




∫ ψψ= ∗ rrr )d()( nm  (56)-3 
࡜࡞ࡿࡇ࡜࠿ࡽࡶ，波動関数ࡢ積ࡢ積ศࡀ状態ベࢡࢺࣝࡢ内積࡟等ࡋいࡇ࡜ࡀわ࠿ࡿ(ࡇࢀ
ࡶ Q1, Q2࡬ࡢ解答࡜࡞ࡿ)。 
㞳散固᭷値ࢆࡶࡘ基底ベࢡࢺࣝ࡟ࡼࡿ単位演算子ࡣࡍ࡛࡟式(43)࡛示ࡋࡓ形ࢆࡋ࡚࠾ࡾ，
状態ベࢡࢺࣝࡢ内積 nm ψψ ࡟単位演算子 
 ∑
i










 㞳散固᭷値系 連続固᭷値系 
規格直交性 ijji uu δ=  )( rrrr ′−δ=′  
射影演算子 ii uu  rr  
単位演算子 ∑
i





niin uuuu  ∫∫ ψ=ψ=ψ rrrrrr dd nnn  
展開係数 niin uc ψ=  nn








































































































4.2 波動関数および演算子の x-表示と p-表示 
式(54)ࡢ nψr ࡣ状態ベࢡࢺࣝ nψ ࠿ࡽᗙ標 r ࢆ変数࡜ࡍࡿ波動関数 )(rnψ ࢆ作ࡾ出ࡋ࡚
いࡿ࠿ࡽࠕᗙ標表示ࠖ(ࡲࡓࡣ x-表示)࡜࿧ࡤࢀࡿ1。ࡲࡓ， )(rnψ ࡣࠕx-表示࡛ࡢ波動関数ࠖ







−=Ψ ℏiˆ  (59) 
࡜書ࡃࡇ࡜ࡀあࡿ。ࡋ࠿ࡋ，左辺ࡣ正ࡋいࡀ右辺ࡣ厳密࡟ࡣ正ࡋࡃ࡞い。ࡑࡢ理⏤ࡣ，(前
述ࡋࡓࡼう࡟) nψ ࡣ状態 n ࢆ表ࡍ列ベࢡࢺ࡛ࣝあࡾ，ࡑࡢ状態ࡀ࡝ういう変数ࡢ࡝ういう
関数࠿ࡣ明ࡽ࠿࡛ࡣ࡞いࡢ࡛，いࡁ࡞ࡾ x ࡛微ศࡍࡿࡇ࡜ࡀ࡛ࡁ࡞い࠿ࡽ࡛あࡿ。࡛ࡣ，運
動㔞演算子ࢆ状態ベࢡࢺࣝ࡟作用ࡉࡏࡿ࡟ࡣ࡝うࡍࢀࡤࡼい࡛あࢁう࠿。以ୗ࡛ࡣ，(状態
ベࢡࢺࣝࡢ x-表示࡛ࡣ࡞ࡃ)演算子ࡢ x-表示࡟ࡘい࡚考え࡚ࡳࡿ。 
位置演算子 xˆ ࡜運動㔞演算子 xpˆ ࡢ間࡟ࡣ次ࡢ交換関係ࡀ成ࡾ立ࡘ2。 
 ℏiˆˆˆˆ]ˆ,ˆ[ =−≡ xppxpx xxx  (60) 
式(60)ࡢ中辺࡜右辺ࢆ x ࡜ x′ ࡛ࡣࡉࡴ࡜， 
 xxxxppxx xx ′=′− ℏi|ˆˆˆˆ|  (61) 
࡜࡞ࡿࡀ3，位置演算子ࡢ固᭷値ࡣ連続㔞࡛あࡾ，式(50)ࡢࡼう࡟ Dirac ࡢࢹࣝࢱ関数࡛規格
化ࡉࢀ࡚いࡿ࠿ࡽ，式(61)ࡢ右辺ࡣ 
 )(ii xxxx ′−δ=′ ℏℏ  (62) 
࡜書ࡃࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ。一方，式(61)ࡢ左辺ࡣ 
 xxpxxpxxxxppxx xxxx ′−′=′− |ˆˆ||ˆˆ||ˆˆˆˆ|  (63) 
࡜࡞ࡿ。引ࡁ続ࡁ࢔ンࢲ࣮ࣛ࢖ン部(a)࡜(b)ࢆ変形ࡍࡿ。ࡲࡎ，(b)ࡣ位置演算子ࡢ固᭷値方
程式4ࢆ変形ࡋ࡚ 
 xxxx ′′=′ˆ  (64) 
↓ 
 xxxx ′′=′ˆ  (65) 
                                                  
1 3次元ࡢ場合，r-表示࡜いう方ࡀࡩࡉわࡋいࡀ，(3次元࡛ࡶ)x-表示࡜࿧ࡤࢀࡿࡇ࡜ࡀ多い。 
2 3次元࡛ࡶྠ様ࡢ展開࡟࡞ࡿࡀ，わ࠿ࡾやࡍいࡼう࡟1次元(x 成ศ)࡛考えࡿ。 





4 xAx a= 型ࡢ式ࢆ固᭷方程式࡜࿧ࡪ場合ࡶあࡿࡀ，厳密࡟区ูࡍࡿ場合ࡣ， xAx a= ࢆ固᭷値方程式࡜࿧び，固




 xxxx =ˆ  (66) 
ࡢ両辺ࡢ Hermite 共役ࢆ࡜ࡿ࡜ 
 xxxxxxxx = →= †共役 ˆˆ Hermite  (67) 
࡜࡞ࡾ，位置演算子ࡀ Hermite 演算子࡛あࡿࡇ࡜( xx ˆˆ =† )ࢆ利用ࡍࡿ࡜，式(67)ࡢ右辺ࡣࡉࡽ
࡟ 
 xxxx =†ˆ  (68) 
↓ 
 xxxx =ˆ  (69) 
࡜変形ࡍࡿࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ。式(69)ࢆ(63)右辺ࡢ࢔ンࢲ࣮ࣛ࢖ン部(a)࡟，式(65)ࢆ࢔ンࢲ࣮ࣛ࢖
ン部(b)࡟適用ࡍࡿ࡜ 
xxpxxpxxxxpxxpxx xxxx ′′−′=′−′ |ˆ||ˆ||ˆˆ||ˆˆ|  (70)-1 
xpxxx x ′′−= |ˆ|)(  (70)-2 
ࡀ得ࡽࢀࡿ。ࡇࢀࡀ式(62)࡟等ࡋいࡇ࡜ࡼࡾ 












































                                                  








−=′ ℏ  (76) 











−=′ ℏi|ˆ|  (78) 
ࡀ得ࡽࢀࡿ。࡞࠾，式(77)ࡣ運動㔞演算子 xpˆ ࡢ x-表示࡛ࡢ演算子行列ࡢ成ศ(行列要素)ࢆ表





−= ℏiˆ  (79) 
ࢆ得ࡿ。ࡇࡢ式ࡢ左辺ࡣ，位置基底ベࢡࢺࣝࡢࢣッࢺ x ࡜運動㔞演算子 xpˆ ࡢ積࡛あࡿ࠿ࡽ，
運動㔞演算子ࡢ x-表示ࢆ୚え࡚࠾ࡾ，ࡑࡢ具体的࡞形ࡀ右辺࡛表ࡉࢀ࡚いࡿ。言い換えࢀࡤ， 
左辺：あࡿ状態ベࢡࢺࣝ࡟運動㔞演算子 xpˆ ࢆ作用ࡉࡏࡓ結果ࡢ x-表示ࢆ得ࡿ(ࡓࡵ࡟ࡣ) 
右辺：あࡿ状態ベࢡࢺࣝ࡟ x ࢆ作用ࡉࡏ࡚状態ベࢡࢺࣝࢆ x-表示(x ࡢ関数࡜ࡋ࡚ࡢ波動















 xxxx =ˆ  (81) 
࡜࡞ࡿ。ࡇࢀࢆ，多ࡃࡢࢸ࢟ࢫࢺࡀ xx =ˆ (あࡿいࡣ， xx →ˆ )࡜表記ࡋ࡚いࡿ。࡞࠾，式(50)
࡜式(81)࠿ࡽ得ࡽࢀࡿ 
                                                  
1 演算子行列࠾ࡼび行列要素࡟ࡘい࡚ࡣ後述ࡍࡿ。 
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 )(|ˆ| xxxxxx ′−δ=〉′〈  (82) 
ࡣ位置演算子 xˆ ࡢ x-表示࡛ࡢ演算子行列ࡢ成ศ(行列要素)ࢆ表ࡋ࡚いࡿ。 
x-表示(ᗙ標表示)࡟対ࡋ࡚ p-表示(運動㔞表示)ࡶあࡿ。x-表示࡛ࡢ位置演算子 xˆ ࡀ位置(ᗙ
標)自身࡛あࡿࡢ࡜ྠ様࡟，p-表示ࡢ運動㔞演算子 xpˆ ࡣ運動㔞自身 xp ࡛あࡿ。以ୗ࡛ࡣ，位
置演算子 xˆ ࡢ p-表示ࡀ࡝ࡢࡼう࡞形࡟࡞ࡿ࠿考えࡼう(運動㔞演算子ࡢ x-表示ࡢ場合࡜࡯ࡰ
ྠࡌ展開࡟࡞ࡿࡇ࡜ࡣ予想࡛ࡁࡿࡀ，以ୗ࡟ࡁࡕࢇ࡜示ࡋ࡚࠾ࡃ)。式(60)ࡢ中辺࡜右辺ࢆ
xp ࡜ xp′ ࡛ࡣࡉࡴ࡜， 
 xxxxxx pppxppxp ′=′− ℏi|ˆˆˆˆ|  (83) 
࡜࡞ࡿ1。運動㔞演算子ࡢ固᭷値ࡶ連続㔞࡛あࡿ࠿ࡽ，右辺ࡣ 
 )(ii xxxx pppp ′−δ=′ ℏℏ  (84) 
࡜書ࡃࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ。式(83)ࡢ左辺ࡣ 
 xxxxxxxxxx pxppppxppxppxp ′−′=′− |ˆˆ||ˆˆ||ˆˆˆˆ|  (85) 
ࡢ形࡟変形࡛ࡁࡿ。࢔ンࢲ࣮ࣛ࢖ン部(a)ࡣ，運動㔞演算子ࡢ固᭷値方程式ࢆ変形ࡋ࡚， 
 xxxx pppp ′′=′ˆ  (86) 
↓ 
 xxxx pppp ′′=′ˆ  (87) 
࡜࡞ࡿ。࢔ンࢲ࣮ࣛ࢖ン部(b)ࢆ変形ࡍࡿࡓࡵ࡟，固᭷値方程式 
 xxxx pppp =ˆ  (88) 
ࡢ両辺ࡢ Hermite 共役ࢆ࡜ࡿ࡜ 
 xxxxxxxx pppppppp = →=
†共役 ˆˆ Hermite  (89) 
࡜࡞ࡾ，運動㔞演算子ࡣ Hermite 演算子( xx pp ˆˆ =† )࡛あࡿ࠿ࡽ(後述)，式(89)ࡢ右辺ࡣࡉࡽ࡟ 
 xxxx pppp =
†ˆ  (90) 
↓ 
 xxxx pppp =ˆ  (91) 
࡜変形ࡍࡿࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ。式(87)ࢆ式(85)右辺ࡢ࢔ンࢲ࣮ࣛ࢖ン部(a)࡟，式(91)ࢆ࢔ンࢲ࣮ࣛ
࢖ン部(b)࡟適用ࡍࡿ࡜ 
xxxxxxxxxxxx pxppppxppxppppxp ′−′′=′−′ |ˆ||ˆ||ˆˆ||ˆˆ|  (92)-1 
                                                  





xxxx pxppp ′−′= |ˆ|)(  (92)-2 
ࡀ得ࡽࢀࡿ。ࡇࢀࡀ式(84)࡟等ࡋいࡇ࡜ࡼࡾ 






































































=′ ℏ  (98) 

















=′ ℏi|ˆ|  (100) 
ࡀ得ࡽࢀࡿ。࡞࠾，式(99)ࡣ位置演算子 xˆ ࡢ p-表示࡛ࡢ演算子行列ࡢ成ศ(行列要素)ࢆ表ࡋ








= ℏiˆ  (101) 
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ࢆ得ࡿ(x-表示ࡢ xpˆ ࡢ式(79)࡟似࡚いࡿࡀ，負号ࡀ࡞いࡇ࡜࡟注意)。ࡇࡢ式ࡢ左辺ࡣ，運動
㔞基底ベࢡࢺࣝࡢࢣッࢺ xp ࡜位置演算子 xˆ ࡢ積ࡢ形࡟࡞ࡗ࡚いࡿ࠿ࡽ，位置演算子ࡢ p-表
示ࢆ୚え࡚࠾ࡾ，ࡑࡢ具体的࡞形ࡀ右辺࡛表ࡉࢀ࡚いࡿ。言い換えࡿ࡜， 
左辺：あࡿ状態ベࢡࢺࣝ࡟位置演算子 xˆ ࢆ作用ࡉࡏࡓ結果ࡢ p-表示ࢆ得ࡿ(ࡓࡵ࡟ࡣ) 
右辺：あࡿ状態ベࢡࢺࣝ࡟ xp ࢆ作用ࡉࡏ࡚状態ベࢡࢺࣝࢆ p-表示(p ࡢ関数࡜ࡋ࡚ࡢ波











→ ℏiˆ  (p-表示) (102) 
࡜書い࡚いࡿࡀ，厳密࡟表現ࡍࡿ࡞ࡽࡤ式(101)࡜࡞ࡿ。࡞࠾，p-表示࡛ࡢ運動㔞演算子 xpˆ
ࡣ，式(91)࠿ࡽわ࠿ࡿࡼう࡟運動㔞自身࡛あࡿ࠿ࡽ 
 xxxx pppp =ˆ  (103) 
࡜࡞ࡿ。࡞࠾，式(103)࠿ࡽ得ࡽࢀࡿ 
 )(|ˆ| xxxxxx pppppp ′−δ=〉′〈  (104) 






例1. 時間依Ꮡ振動状態ベࢡࢺࣝ )(tψ ࡟㞳散固᭷値ࢆࡶࡘ振動基底ベࢡࢺࣝ vφ ࠿ࡽ࡞ࡿ
単位演算子(Hamiltonian Hˆ ࡟対ࡋ࡚ vvv EH φ=φˆ ࡛あࡾ，規格直交性ࡣ vvvv ′′ δ=φφ ) 
 ∑ φφ
v












−=ψφ  (107) 
                                                  
1 状態ベࢡࢺࣝ 〉ψn| ࡢ x-表示ࡣ 〉ψ〈=ψ nn xx |)( ࡛あࡾ，p-表示ࡣ 〉ψ〈=ψ nxxn pp |)( ࡛あࡿ。 
2 ࡇࡇ࡟示ࡍ例ࡣ文献1࡟詳ࡋࡃ解説ࡉࢀ࡚いࡿ。 
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࡛あࡿ࠿ࡽ( vc ࡣ )(tψ ࢆ基底ベࢡࢺࣝ }{ vφ ࡛展開ࡍࡿ際ࡢ係数)， 







e)(  (108) 
ࡀ得ࡽࢀࡿ。r ࡜ t ࡢ関数࡜ࡋ࡚ࡢ振動波動関数 ),( trψ ࢆ得ࡿ࡟ࡣ，式(108)࡟左࠿ࡽ r ࢆ࠿
ࡅ࡚ 







e)(  (109) 
࡜ࡍࡿ࡜， 













ℏℏ右辺  (111) 
ࡼࡾ， 












例2. あࡿ原子ࡢ時間依Ꮡ電子状態ベࢡࢺࣝ )(tψ ࡟対ࡋ࡚，主㔞子数 n, 角運動㔞㔞子数 l, 












e  (113)-2 
ࡀ得ࡽࢀ，ࡇࢀ࡟，左࠿ࡽ r ࢆ࠿ࡅࡿ࡜， 







e)(  (114) 
࡜࡞ࡿ࠿ࡽ， 



















=ψ ℏ  (116) 
࡜表ࡉࢀࡿࡀ，位置ベࢡࢺࣝ࡟ࡼࡿ単位演算子 
 ∫ ′′′ rrrd  (117) 
ࢆ式(116)ࡢ左辺࡟挿入ࡍࡿ࡜， 
 ∫ ψ′′′→ )()(ˆd)( ttH rrr左辺  (118) 
࡜࡞ࡿ。ࡉࡽ࡟，左࠿ࡽ |r〈 ࢆ࠿ࡅࡿ࡜， 
∫ ψ′′′ )()(ˆd ttH rrrr  (119)-1 
∫ ′ψ′′= ),()(ˆd ttH rrrr  (119)-2 
ࡀ得ࡽࢀࡿ。式(77), (82)࡜ྠ様࡟， 
 )(),(ˆ)(ˆ rrrrr ′−δ=′ tHtH  (120) 
࡜࠾ࡅࡿ࠿ࡽ，ࡇࢀࢆ式(119)-2࡟代入ࡋ࡚， 
∫ ′−δ′ψ′ )(),(),(ˆd rrrrr ttH  (121)-1 
),(),(ˆ ttH rr ψ=  (121)-2 











ℏℏ  (122) 












記࡟ࡘい࡚考え࡚ࡳࡼう。正規直交関数群 }{ ju ࡢ中ࡢ1ࡘ ju ࡟演算子 Aˆࢆ作用ࡉࡏࡓ結果
jψ ࡀ得ࡽࢀࡓ࡜ࡍࡿ࡜， 
 jj uAˆ=ψ  (124) 




kkjj uA  (125) 
࡜書ࡅࡿ。式(125)ࡢ両辺࡟左࠿ࡽ ∗iu ࢆ࠿ࡅ࡚積ศࡍࡿ࡜， 
 ∑ ∫∫ τ=τψ ∗∗
k
kikjji uuAu dd  (126)-1 
∑ δ=
k
ikkjA  (126)-2 
ijA=  (126)-3 
࡜࡞ࡿ࠿ࡽ，式(125)ࡢ展開係数ࡣ式(126)-1左辺ࡢ積ศࡢ形࡛表ࡍࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ(式(126)ࡣ式
(24)࡜ྠࡌ内容࡛あࡿ)。ࡲࡓ，式(126)-1ࡢ左辺࡟式(124)ࢆ代入ࡍࡿ࡜， 
 ijjiji AuAuu =τ=τψ ∫∫ ∗∗ dˆd  (127) 
࡜࡞ࡿ࠿ࡽ，関数 ju ࡟演算子 Aˆࢆ作用ࡉࡏ࡚得ࡽࢀࡿ jψ ࢆ基底関数࡛展開ࡍࡿ際ࡢ関数 iu
ࡢ係数ࡣ演算子 Aˆࢆ ∗iu ࡜ ju ࡛ࡣࡉࢇࡔ積ศ࡟ࡼࡗ࡚୚えࡽࢀࡿࡇ࡜ࡀわ࠿ࡿ。i ࡜ j ࡢ組ࡳ

































A  (128) 
࡜࡞ࡿ。ࡇࡢ行列ࡀࠕ演算子行列࡛ࠖあࡾ，各成ศࡣࠕ行列要素ࠖ࡜࿧ࡤࢀࡿ。演算子行列
ࡢ第 j 列ࡣ ju ࡟演算子 Aˆࢆ作用ࡉࡏࡓ結果得ࡽࢀࡿ jψ ࢆ固᭷関数群ࡢ線形結合࡛表ࡍࡓࡵ
ࡢ展開係数࡛構成ࡉࢀ࡚いࡿ。式(27)࡟ࡘい࡚述࡭ࡓ注意࡜ྠ様࡟，各行列要素ࡣ演算子࡟




多ࡃࡢࢸ࢟ࢫࢺ࡟， τ∫ ∗ dˆ ji uAu ࢆࣈ࣭ࣛࢣッࢺ表記ࡋ࡚ 〉〈 ji uAu |ˆ| ࡜表ࡍ࡜書࠿ࢀ࡚いࡿࡀ，ࡍ
࡛࡟繰ࡾ返ࡋ指摘ࡋࡓࡼう࡟， 
jj uu ≡  (129) 
∗≡ ii uu  (130) 




















































































































),,,,,( 1121  (134)-1 


































































































u  (135)-2 




















































































































































































































〉〈= ji uu |ˆ| A   (136)-5 
ijA=   (136)-6 
ࡀ得ࡽࢀࡿࡇ࡜ࡼࡾ，式(136)-5ࡢ iu ࡜ ju ࡛ࡣࡉࡲࢀࡓ部ศࡣ演算子 Aˆࡑࡢࡶࡢ1࡛ࡣ࡞ࡃ，
                                                  
1 ࡇࡢࠕ演算子ࡑࡢࡶࡢࠖࡣࠕ演算子ࢆ表ࡍ( )(i x∂∂− ℏ ࡢࡼう࡞)数式自体ࠖ࡜いう意味࡛あࡿ。 
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演算子行列 Aˆ࡛あࡿࡇ࡜ࡀわ࠿ࡿ1。本書࡛ࡣ，類似記号࡟ࡼࡿ混乱ࢆ࡛ࡁࡿ限ࡾ防ࡄࡓࡵ࡟，
演算子ࢆ Aˆ , 演算子行列ࢆ Aˆ , 行列要素ࢆ ijA ࡲࡓࡣ ij)ˆ(A ࡜表ࡍ2。式(18)࡟ࡘい࡚述࡭ࡓࡇ࡜࡜
ྠ様࡟，式(136)-5ࡣ 〉〈 ji uu |ˆ| A ࡢ値ࡀ積ศ τ∫ ∗ dˆ ji uAu ࡢ値࡜等ࡋい࡜いうࡇ࡜ࢆ表ࡋ࡚いࡿࡀ，積
ศ計算ࢆ行うࡇ࡜ࢆ意味ࡋ࡚いࡿわࡅ࡛ࡣ࡞い(ࡍ࡛࡟積ศ計算ࢆ行ࡗࡓ結果(数値)ࡀ行列 Aˆࡢ成
ศ࡜࡞ࡗ࡚いࡿ)。 〉〈 ji uu |ˆ| A ࡣ，行列要素ࢆ成ศ࡜ࡋ࡚ࡶࡘ演算子行列 Aˆ࡟第 i 列目ࡔࡅࡀ1࡛
あࡿ行ベࢡࢺࣝ iu ࡜第 j 行目ࡔࡅࡀ1࡛あࡿ列ベࢡࢺࣝ ju ࢆࡑࢀࡒࢀ左࡜右࠿ࡽ࠿ࡅࡿࡇ࡜࡟








































































































































































































































,0,1,0,,0,0  (138)-2 




































),,,,( 21  (138)-4 
࡜࡞ࡿ(ࡘࡲࡾ，式(136)-4ࢆ素直࡟計算ࡍࢀࡤ式(136)-6ࡀ得ࡽࢀࡿ)。 
〉〈 ji uu |ˆ| A ࡢ複素共役1ࡣ， 
 〉〈=〉〈 ∗ ijji uuuu |ˆ||ˆ|
†
AA  (139) 
࡛あࡾ， 
 〉〈=〉〈 ∗∗ ijji uuuu |ˆ||ˆ| AA  (140) 
࡛ࡣ࡞い。演算子ࡀ Hermite 演算子࡛あࢀࡤ AA ˆˆ =† ࡀ成立ࡍࡿ࠿ࡽ，式(139)ࡼࡾ 
〉〈=〉〈 ∗ ijji uuuu |ˆ||ˆ| AA  (Hermite 演算子) (141) 
࡜࡞ࡿࡀ，誤ࡗ࡚，式(140)ࡢࡼう࡟考え࡚ࡋࡲう࡜，Hermite 演算子ࡢ定義ࡀ AA ˆˆ =∗ ࡛あࡿ࡜い






−= ℏiˆ  (142) 
ࡣ Hermite 演算子࡛あࡾ， xpˆ ࡢ Hermite 共役 †xpˆ ࡣ xpˆ 自身࡛あࡿ࠿ࡽ， 
 xx pp ˆˆ =
†  (143) 
ࡀ成ࡾ立ࡘࡀ， xpˆ ࡢ複素共役 ))(i(ˆ xpx ∂∂=∗ ℏ ࡣ作ࡿࡇ࡜ࡀ࡛ࡁ࡚ࡶ，͆ 転置͇ࡍࡿࡇ࡜ࡀ࡛ࡁ࡞
い࠿ࡽ2， xpˆ ࡢ式ࡔࡅࢆ見࡚3 xpˆ ࡀ Hermite 演算子࡛あࡿ࠿࡝う࠿ࢆุ定ࡍࡿࡇ࡜ࡣ࡛ࡁ࡞い。ࡋ
࠿ࡋ， xpˆ ࡢ演算子行列 xpˆ ࡢ i 行 j 列成ศ ijx )ˆ( p ࡢ複素共役 ∗ijx )ˆ( p ࡢ式ࢆ変形ࡍࡿ࡜， 
                                                  
1 ࡼࡾ正確࡟表現ࡍࡿ࡜ࠕHermite 共役࡛ࠖあࡿࡀ， 〉〈 ji uu |ˆ| A ࡣ ijA ࡜いう数(= 1行1列ࡢ行列)࡛あࡿ࠿ࡽ，
Hermite 共役ࢆ࡜ࡿࡇ࡜࡜複素共役ࢆ࡜ࡿࡇ࡜ࡣྠࡌ意味࡟࡞ࡿ。ࡋࡓࡀࡗ࡚， ∗〉〈 ji uu |ˆ| A  = †〉〈 ji uu |ˆ| A ࡛あ
ࡿ。 





























xu ji d)(i)( ℏ  (144)-2 

































−= ∫ ∗ ℏ  (144)-5 
ࡘࡲࡾ， jixijx )ˆ()ˆ( pp =∗ ࡢ関係ࡀ成ࡾ立ࡕ，演算子 xpˆ ࡀ Hermite 演算子࡛あࡾ，演算子行列࡟ࡘ
い࡚ 
 xx pp ˆˆ =





ୖ述ࡢ議論࡛ࡣ，演算子 Aˆ (ࡘࡲࡾ， xpˆ )自身ࢆ変形ࡍࡿࡢ࡛ࡣ࡞ࡃ，行列要素 ijA (ࡘࡲࡾ，
ijx )ˆ( p )ࢆ変形ࡋ࡚演算子ࡀ Hermite 演算子࡛あࡿ࠿࡝う࠿ࢆุ定ࡋࡓ。ࡋ࠿ࡋ，ࡇࡢ方法࡛ࡣ，
ࠕ jiij AA =∗ ゆえ࡟ Hermite 演算子ࠖあࡿいࡣࠕ jiij AA ≠∗ ゆえ࡟ Hermite 演算子࡛ࡣ࡞いࠖ࡜いう
ࡼう࡟，Hermite 演算子࡛あࡿ࠿࡝う࠿ࡢ͆是非͇ࡢุ断ࡋ࠿࡛ࡁ࡞い2。演算子ࡢ Hermite 性ࡣ，
本来，演算子 Aˆࡢ Hermite 共役 †Aˆ ࡀ元ࡢ演算子 Aˆ࡜ྠࡌ࠿࡝う࠿ุ࡛定ࡍ࡭ࡁ࡛あࡿ。࡞ࡽࡤ，
Aˆ࠿ࡽ †Aˆ ࢆ知ࡿ࡟ࡣ࡝うࡍࢀࡤࡼい࡛あࢁう࠿。式(144)ࡢ変形࡛見ࡓࡼう࡟， ∗ijA ࡜ jiA ࡢ比較










ˆ)(  (146) 
࡜いう変形ࢆ行ࡗࡓ結果， Aˆ=□ ࡛あࢀࡤ Aˆࡀ Hermite 演算子࡛あࡿ࡜ุ断࡛ࡁࡿ࠿ࡽ，□部ศ










ˆ)(d)(ˆ)( †  (147) 
ࡀ成ࡾ立ࡕ，式(147)ࢆ利用ࡍࢀࡤ，演算子 Aˆ自身ࡢ Hermite 共役 †Aˆ ࢆ得ࡿࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ(式(147)
ࡣ式(139)࡜ྠࡌࡶࡢ࡛あࡿ)。式(147)࡜式(139)ࡣ， ii uxu ≡)( , jj uxu ≡)( , Aˆˆ ≡A ࡜いう定義
                                                  
1 ࡼࡾ厳密࡟表現ࡍࡿ࡜，ࠕ波動関数ࡀ定義ࡉࢀ࡚いࡿ領域ࡢ境界࡛0，ࡲࡓࡣ周期境界条件ࢆ満ࡓࡋ࡚いࡿ࡜い
う条件ࠖࡀ必要࡜࡞ࡿ。࡞࠾，周期境界条件(周期 L)ࡢ場合ࡣ，積ศ領域ࡣ Lxx +~ ࡜࡞ࡿ。 
2 演算子 Aˆ ࡀ Hermite 演算子࡛あࡿࡇ࡜ࢆࠕ演算子 Aˆ ࡣ Hermite ࡛あࡿࠖ࡜表現ࡍࡿࡇ࡜ࡀ多いࡀ，ࠕHermite 共
役࡛あࡿࡇ࡜ࠖ࡜ࠕHermite ࡛あࡿࡇ࡜ࠖࡣ意味ࡀ異࡞ࡿࡇ࡜࡟注意ࡍࡿ必要ࡀあࡿ(前者ࡣ Aˆ ࡜ †Aˆ ࡢ関係ࢆ述
࡭ࡓ表現࡛あࡾ，後者ࡣ AA ˆˆ =† ࡀ成ࡾ立ࡘࡇ࡜ࢆ意味ࡋ࡚いࡿ)。 
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࡟ࡼࡾ書ࡁ換えࡓࡔࡅ࡟見えࡿࡀ，ࡇࢀࡲ࡛࡟ࡶ繰ࡾ返ࡋ述࡭ࡓࡼう࡟， )(xui , )(xu j ࡣ固᭷関
数， Aˆࡣ演算子࡛あࡿࡢ࡟対ࡋ࡚， iu , ju ࡣ列ベࢡࢺࣝ(状態ベࢡࢺࣝ)， Aˆࡣ演算子行列࡛
あࡿ࠿ࡽ，式(147)࡜式(139)ࡢ関係ࡣ単࡞ࡿ文Ꮠࡢ書ࡁ換え࡛ࡣ࡞い。以ୗ࡛ࡣ式(147)ࢆ利用ࡋ
࡚，具体的࡟演算子ࡢ Hermite 共役ࢆ作ࡿ作業ࢆ行ࡗ࡚ࡳࡼう。 






−= ℏˆ  (148) 



























xu ji d)()( ℏ  (149)-2 
































xu ij d)()( ℏ  (149)-5 
















= ℏℏ†  (151) 
࡛あࡿ࠿ࡽ，演算子 )(ˆ xA ∂∂−= ℏ ࡣ Hermite 演算子࡛ࡣ࡞いࡇ࡜ࡀわ࠿ࡿ(演算子 x∂∂ ࡢ Hermite
共役ࡣ x∂∂− ࡛あࡿ)。 
本付記ࡢ最後࡟，ࣈ࣭ࣛࢣッࢺ表記࡟ࡼࡿ演算子表記ࡢ性質ࢆࡲ࡜ࡵ࡚࠾ࡃ。 〉ψ|Aˆ ࡜ 〉ψAˆ|
ࡣྠࡌࡶࡢ࡛あࡿ࠿ࡽ，次式ࡀ成ࡾ立ࡘ。 
 〉ψ=〉ψ AA ˆ||ˆ  (152) 
ࡋ࠿ࡋ， ||ˆ|ˆ ψ〈=ψ〈 AA ࡛ࡣ࡞い。 





AA ˆ||ˆ ψ〈=ψ〈  (154) 
࡛あࡾ，式(154)ࡣ turnover rule ࡜࿧ࡤࢀࡿ。式(152)࡜式(154)ࢆ用いࡿ࡜ 
〉φψ〈=〉ψφ〈=〉ψφ〈≡〉ψφ〈 ∗ |ˆˆ||ˆ||ˆ| AAAA ††  (155)-1 
〉φψ〈=〉φψ〈= †† AA ˆ||ˆ|  (155)-2 
࡞࡝ࡀ成ࡾ立ࡘ。 
 
系ࡢ任意ࡢ波動関数ࢆ mψ ࡜ࡋ࡚，ࡇࢀ࡟演算子 Aˆࢆ作用ࡉࡏࡓ結果ࡀ mϕ ࡛あࡿ࡜ࡁ， 
 mm Aψ=ϕ ˆ  (156) 












ˆ  (158)-2 
࡜࡞ࡿ。式(124)࡜式(125)࡛やࡗࡓࡼう࡟， juAˆ ࡣ基底関数ࢆ使ࡗ࡚ 
 ∑=
i






jmijm ucA  (160) 
ࡀ得ࡽࢀࡿ。ࡋࡓࡀࡗ࡚，波動関数 mψ ࡢ基底関数࡟ࡼࡿ展開係数 jmc ࡜行列要素 ijA ࢆ用い




iimm ud  (161) 





























































































 mm ψ=ϕ Aˆ  (164) 
࡜表ࡍࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ。式(164)ࢆ式(156)࡜比較ࡍࡿ࡜， mm ϕ=ϕ , mm ψ=ψ ࡜考えࡓࡃ࡞
ࡿࡀ， Aˆࡀ演算子࡛あࡿࡢ࡟対ࡋ࡚ Aˆࡣ演算子行列࡛あࡿ࠿ࡽ，(ࡇࢀࡲ࡛ࡶ繰ࡾ返ࡋ述࡭
࡚ࡁࡓࡼう࡟) mm ϕ=ϕ , mm ψ=ψ ࡜考えࡿࡢࡣ୙適ษ࡛あࡿ。 
波動関数 mψ ࡢ演算子 Aˆ࡟関ࡍࡿ期待値ࡣ 
 ∫ τψψ∗ dˆ mm A  (165) 
࡛あࡿࡀ，ࡇࡢ積ศࡢ値ࡣ 
































































ˆ| A  (167) 
















































































࡜࡞ࡾ，計算ࡢ結果得ࡽࢀࡿ 22× 行列1ࡢ対角成ศ࡟状態ࡈ࡜ࡢ期待値(固᭷値)ࡀ並ࡪ。 
                                                  






























































































































































対応ࡍࡿ固᭷ベࢡࢺࣝ 〉ψm| ࡢ基底ベࢡࢺࣝ }{| 〉iu ࡟ࡼࡿ展開係数ࡀ行列 c ࡢ第 m 列࡟ࡼࡗ
࡚୚えࡽࢀࡿ( 〉ψm| ; ⋯,3,2,1=m ࡀ行列 c ࡢ第1列，第2列，第3列，…࡟対応)。行列 c ࡣ
unitary 行列(ࣘࢽࢱ࣮ࣜ行列)࡛あࡾ1， 
 Ecc =†  (173) 
ࡘࡲࡾ， 
 1−= cc†  (174) 
࡜いう性質ࢆࡶࡗ࡚いࡿ。࡞࠾，Eࡣ単位行列， 1−c ࡣ行列 cࡢ逆行列ࢆ表ࡋ࡚いࡿ。 
 
5.2 演算子の本質 
前節࡛，式(156)ࡢ波動関数 mϕ ࡜ mψ ࡢ基底関数࡟ࡼࡿ展開係数間ࡢ関係ࡀ式(163)ࡢ行列
࡛表ࡉࢀࡿࡇ࡜ࢆ示ࡋࡓ。本節࡛ࡣ，式(156)࠿ࡽ式(163)ࡲ࡛ࡢ展開ࢆࡍ࡭࡚ࣈ࣭ࣛࢣッࢺ
表記࡛表ࡋ，演算子ࡢ本質ࢆ探ࡿࡇ࡜࡟ࡍࡿ。ࡲࡎ，式(164)型ࡢ記述 
 mm ψ=ϕ Aˆ  (175) 
                                                  




࠿ࡽ議論ࢆ始ࡵࡿ。式(175)ࡢ両辺࡟基底ベࢡࢺࣝࡢ1ࡘࡢࣈࣛ |iu〈 ࢆ左࠿ࡽ࠿ࡅࡿ࡜， 
 〉ψ〈=〉ϕ〈 mimi uu |ˆ|| A  (176) 
࡜࡞ࡾ，左辺ࡣ式(161)ࡼࡾ， 
 左辺： immi du =〉ϕ〈 |  (177) 
࡜࡞ࡿ。式(176)ࡢ右辺࡟ࡘい࡚ࡣ， Aˆ࡜ 〉ψm| ࡢ間࡟単位演算子 
 ∑ 〉〈
j









ˆ| A  (179)-2 
∑=
j








底ベࢡࢺࣝࡢࣈࣛ |r〈 ࢆ左࠿ࡽ࠿ࡅࡿ࡜， 
 〉ψ〈=〉ϕ〈 mm |ˆ|| Arr  (181) 
࡜࡞ࡿ。左辺ࡣ式(54)ࡼࡾ， 
左辺： )(| rr mm ϕ=〉ϕ〈  (182) 
࡜࡞ࡿ。式(181)ࡢ Aˆ࡜ 〉ψm| ࡢ間࡟連続的基底ベࢡࢺࣝࡢ単位演算子(式(52)) 
 ∫ ′〉〈′′ ||d rrr  (183) 
ࢆ挿入ࡋ࡚変形ࡍࡿ࡜， 
右辺： ∫ 〉ψ′〉〈′〈′ m||ˆ|d rrArr  (184)-1 
∫ ′ψ〉′〈′= )(|ˆ|d rrArr m  (184)-2 
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∫ ′−δ′ψ′= )()()(ˆd rrrrr mA  (184)-3 
)()(ˆ rr mA ψ=  (184)-4 
࡜࡞ࡿ࠿ࡽ， 








連続的基底ベࢡࢺࣝ㞳散的基底ベࢡࢺࣝ →←   
r→←iu  (186) 
r′→←ju  (187) 
)(rmimd ϕ→←  (188) 
)(r′ψ→← mjmc  (189) 
)()(ˆ rrr ′−δ→← AAij  (190) 
ࡋࡓࡀࡗ࡚，最終的࡞形(式(180)࡜式(185))ࡢ見࠿ࡅࡣ࠿࡞ࡾ異࡞ࡿࡀ，本質的࡟ࡣྠࡌࡇ࡜
ࢆ行ࡗ࡚࠾ࡾ，特࡟，㔜要࡞共通点ࡣ式(179)-1࡜式(184)-1࡛あࡿ。いࡎࢀࡢ場合ࡶ 
1. 〉ψ〈 mju | あࡿいࡣ 〉ψ′〈 m|r ࡟ࡼࡾ，状態ベࢡࢺࣝ 〉ψm| ࡢ基底ベࢡࢺࣝ 〉ju| あࡿいࡣ
〉′r| 方向ࡢ成ศ値(展開係数)ࢆ抜ࡁ出ࡋ， 
2. 演算子行列ࡢ成ศ(行列要素)࡛あࡿ 〉〈 ji uu |ˆ| A あࡿいࡣ 〉′〈 rAr |ˆ| ࢆୖ記1.࡛引ࡁ出ࡋ
ࡓ値࡟࠿ࡅ算ࡋ， 
3. あࡽゆࡿ j ࡟関ࡍࡿ和あࡿいࡣ r′ࡢ全域࡟関ࡍࡿ積ศ࡟ࡼࡾ集積ࡋࡓ結果ࡀ，演算
子 Aˆࢆ状態 mψ ࡟作用ࡉࡏࡓ結果得ࡽࢀࡿ状態 mϕ ࡢ基底ベࢡࢺࣝ 〉iu| 方向ࡢ成ศ値
imd あࡿいࡣ 〉r| 方向ࡢ成ศ値 )(rmϕ ࢆ୚えࡿ。 
࡜いう構造(手㡰)࡜࡞ࡗ࡚いࡿ。最終結果࡟大ࡁ࡞見࠿ࡅୖࡢ相違ࢆ生ࡌࡉࡏ࡚いࡿࡢࡣ，
式(190)ࡢ対応，ࡘࡲࡾ，連続的基底ベࢡࢺࣝࡢ場合，積ศ中࡟ Dirac ࡢࢹࣝࢱ関数ࡀ現ࢀࡿ
ࡇ࡜࡟ࡼࡾ (式 (184)-3)，被積ศ関数ࡀࡑࡢࡲࡲࡢ形࡛出࡚ࡋࡲうࡓࡵ (式 (184)-4)，
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ˆ|ˆ AA  (194) 
࡛表ࡉࢀࡿࡇ࡜ࡀわ࠿ࡿ。実ࡣ，状態 mψ ࡢ演算子 Aˆ࡟関ࡍࡿ期待値ࢆ୚えࡿ式(167)ࡣ，式
(194)ࡢ演算子行列ࡢ表記ࢆ使う࡜容易࡟得ࡿࡇ࡜ࡀ࡛ࡁࡿ。式(194)ࡢ左࠿ࡽࡣ mψ ࢆ，右




ˆ||ˆ| AA  (195)-1 
∑∑ ∗=
i j




                                                  
1 芸術家 岡本太郎 氏ࡢࠕ芸術ࡣ⇿発ࡔ！ࠖࡣあࡲࡾ࡟ࡶ᭷ྡ࡛あࡿ。 
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